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Рассматривается задача построения биективных отображений

Bf,L : (F2)
n → (F2)

n, Bf,L(x) = (f(x), f(δ(x)), . . . , f(δn−1(x))), x ∈ (F2)
n,

набор координатных функций которых задаётся преобразованием δ = δL регистра
сдвига большой длины n с функцией обратной связи L и нелинейной функцией
выхода f от небольшого числа k аргументов (k � n). При этом биективность отоб-
ражения Bf,L равносильна ортогональности системы его координатных функций.
В работе развивается метод, который сводит исходную задачу проверки биектив-
ности отображения Bf,L при больших значениях длины регистра n к проверке его
биективности применительно к регистрам сдвига ограниченной длины n 6 n0,
что позволяет эффективно использовать для её решения вычислительную тех-
нику. На основе данного метода в работе построены новые бесконечные классы
биективных отображений для случая нелинейной функции f , зависящей от k 6 6
переменных. Ранее аналогичные результаты были известны для случая, когда
функция f зависит от k = 3 переменных. Полученные результаты могут быть
полезны при построении и обосновании статистических свойств датчиков случай-
ных чисел на основе фильтрующих генераторов. При этом особый практический
интерес представляет выбор пар (f, L), при которых одновременно обеспечивает-
ся биективность отображения Bf,L и максимальность периода отображения δL.

Ключевые слова: ортогональные системы функций, регистр сдвига, фильтру-
ющий генератор, понижающее множество.

1. Основные понятия и обозначения
Далее в работе будем придерживаться следующих основных понятий и обозначений

(используемые алгебраические понятия изложены в [1]):
— F2 —поле из двух элементов;
— (f1, f2, . . . , fm) — задание отображения (F2)

n → (F2)
m в виде системы координатных

функций;
— L(x1, x2, . . . , xn) = L(x1, x2, . . . , xs(1), xn−s(2)+1, xn−s(2)+2, . . . , xn) —функция обратной

связи регистра сдвига длины n > s(1) + s(2), линейная по переменной x1, (s(1) > 1,
s(2) > 0 — заданные параметры);

— δ = δL —преобразование векторов пространства (F2)
n, осуществляемое реги-

стром сдвига с функцией обратной связи L(x1, x2, . . . , xn), действующее на вектор
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(x1, x2, . . . , xn) ∈ (F2)
n по правилу

δ(x1, x2, . . . , xn) = (x2, x3, . . . , xn, L(x1, x2, . . . , xn));

— f(x1, x2, . . . , xk) —функция от k аргументов без запретов (являющаяся фильтрую-
щей функцией съёма с соответствующего регистра сдвига);

— Bf,L —преобразование двоичных векторов длины n (отображение (F2)
n → (F2)

n),
задаваемое системой координатных функций

Bf,L = (f(x), f(δ(x)), . . . , f(δn−1(x))), x ∈ (F2)
n.

В работе рассматриваются вопросы выбора нелинейной функции съёма f и функ-
ции обратной связи L, при которых преобразование Bf,L является биективным. При
этом биективность преобразования Bf,L равносильна ортогональности системы его ко-
ординатных функций [2]. В [2] показано, что при n > 2k−1 + k− 1 отсутствие запретов
у функции f = f(x1, x2, . . . , xk) является необходимым условием биективности отобра-
женияBf,L (функции без запрета называют также функциями без потери информации,
сильно равновероятными и совершенно уравновешенными [3 – 5]).

Известно [4], что для функции без запретов f(x1, x2, . . . , xk) при любом натураль-
ном n существует ровно 2k−1 входных слов x1, x2, . . . , xn+k−1, перерабатываемых данной
функцией в любое фиксированное выходное слово y(1), y(2), . . . , y(n) по закону

y(j) = f(xj, xj+1, . . . , xj+k−1), j = 1, 2, . . . , n.

Поэтому биективность преобразования Bf,L равносильна тому, что среди этих 2k−1

входных слов ровно одно слово будет удовлетворять ограничениям

xn+1 = L(x) = L(x1, x2, . . . , xn), xn+2 = L(δL(x)), . . . , xn+k−1 = L((δL)k−2(x)). (1)

При этом xn+1, xn+2, . . . , xn+k−1 как функции от независимых переменных x1, x2, . . . , xn
(в силу ограничений на вид функции обратной связи L) зависят лишь от k + s(1)− 2
начальных переменных и от s(2) последних переменных. Таким образом, выполняется
ограничение 1 или нет для данного входного слова x1, x2, . . . , xn+k−1, зависит только
от его начального отрезка x1, x2, . . . , xk+s(1)−2 длины k + s(1) − 2 и конечного отрезка
xn−s(2)+1, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . . , xn+k−1 длины k + s(2)− 1.

Для заданных функции f(x1, x2, . . . , xk), натуральных r, s > k − 1 и выходно-
го слова Y = y(1), y(2), . . . , y(m) через I = I(Y ) = Ir,s(Y ) обозначим систему
пар векторов

(
α(i), β(i)

)
, i = 1, 2, . . . , 2k−1, где α(i) = x1, x2, . . . , xr и β(i) = xm+k−s,

xm+k−s+1, . . . , xm+k−1 являются соответственно началами и концами входных слов
X = x1, x2, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+m−1, перерабатываемых функцией f в выходное сло-
во Y :

y(j) = f(xj, xj+1, . . . , xj+k−1), j = 1, 2, . . . ,m.

Так как число различных входов X, отвечающих заданному выходу Y, в точности рав-
но 2k−1, то полагаем, что I(Y ) состоит из 2k−1 элементов. При этом соответствующие
системы I(Y ) и I(Z) считаем равными (I(Y ) = I(Z)), если любой элемент (α, β) ∈ I(Y )
встречается в I(Z) ровно столько раз, сколько он встречается в I(Y ).

Определение 1. Двоичные последовательности Y = y(1), y(2), . . . , y(n) и Z =
= z(1), z(2), . . . , z(m) назовём эквивалентными (обозначим Y ∼ Z), если Ik−1,k−1(Y ) =
= Ik−1,k−1(Z).
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Пример 1. Для функции от трёх переменных f(x1, x2, x3) = x1x2 + x2 + x3 вы-
ходным словам Y1 = (y(1), y(2), y(3), y(4)) = (0, 0, 0, 0) и Z1 = (z(1), z(2), z(3)) = (0, 0, 0)
соответствуют следующие наборы входных слов:

(0,0,0,0,0,0), (1,0,0,0,0,0), (0,1,1,0,0,0), (1,1,0,0,0,0) для Y1,
(0,0,0,0,0), (1,0,0,0,0), (0,1,1,0,0), (1,1,0,0,0) для Z1.

Начала и окончания длины 2 входных векторов свидетельствуют, что

I2,2(Y1) = I2,2(Z1) = {(00, 00), (10, 00), (01, 00), (11, 00)}.

Следовательно, слова Y1 и Z1 являются эквивалентными. Аналогичным образом мож-
но убедиться, что эквивалентны также слова Y2 = (0, 1, 0, 1, 0, 1) и Z2 = (0, 1), для
которых

I2,2(Y2) = I2,2(Z2) = {(00, 01), (10, 01), (01, 11), (11, 01)}.

Определение 2. Упорядоченное множество натуральных чисел {h, t1, t2, . . . , tθ},
h > t1 > . . . > tθ, θ > 1, назовём понижающим для функции f(x1, x2, . . . , xk), если
для любой последовательности Y длины h найдётся эквивалентная ей последователь-
ность Z длины t ∈ {t1, t2, . . . , tθ}. Понижающее множество {h, t1, t2, . . . , tθ} называем
равновесным, если для любого t ∈ {t1, t2, . . . , tθ} и любой последовательности Y дли-
ны t найдётся эквивалентная ей последовательность длины h. Понижающее множе-
ство {h, t}, состоящее из двух элементов, будем также называть понижающей парой
и обозначать (h, t).

Пример 2. Для функции от двух переменных f(x1, x2) = x1 + x2 выход-
ным словам Y длины 1 и 2 соответствуют следующие множества входов: слову
0 — {(0, 0), (1, 1)}, слову 1 — {(0, 1), (1, 0)}, слову 00 — {(0, 0, 0), (1, 1, 1)}, слову 10 —
{(0, 1, 1), (1, 0, 0)}, слову 01 — {(0, 0, 1), (1, 1, 0)}, слову 11 — {(0, 1, 0), (1, 0, 1)}. Отсюда
получаем

I1,1(Y = 0) ∪ I1,1(Y = 1) = {{(0, 0), (1, 1)}, {(0, 1), (1, 0)}};
I1,1(Y = 00) ∪ I1,1(Y = 10) ∪ I1,1(Y = 01) ∪ I1,1(Y = 11) = {{(0, 0), (1, 1)}, {(0, 1), (1, 0)}}.

Следовательно, для рассматриваемой функции множество (h, t) = (2, 1) является рав-
новесной понижающей парой.

Определение 3. Длиной (расстоянием) эквивалентности для заданной функ-
ции без запретов f = f(x1, x2, . . . , xk) назовём натуральное число n0, при котором
любое слово длины n > n0 эквивалентно некоторому слову длины 6 n0.

Для функции из примера 2 расстояние эквивалентности, очевидно, равно 1.
Заметим, что если n0 —длина эквивалентности функции f , то и любое n > n0 также

является её длиной эквивалентности. Кроме того, непосредственно из определения 3
вытекает: если n0 —длина эквивалентности функции f, то множество

{n0 + 1, n0, n0 − 1, . . . , 2, 1}

является для данной функции понижающим.
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2. Вспомогательные утверждения
Лемма 1. Пусть r, s > k − 1, Ir,s(Y ) = Ir,s(Z), ε ∈ {0, 1}, Y 1 = εY , Z1 = εZ,

Y 2 = Y ε, Z2 = Zε. Тогда Ir+1,s(Y 1) = Ir+1,s(Z1), Ir,s+1(Y 2) = Ir,s+1(Z2).

Доказательство. Пусть X = x1, x2, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+n−1 —произвольное
входное слово, соответствующее выходному слову Y длины |Y | = n. Тогда входные
слова, соответствующие выходному слову Y 2 = Y ε, имеют следующий вид:

1) Xσ, если имеется единственное значение σ ∈ {0, 1}, для которого

f(xn+1, . . . , xn+k−1, σ) = ε;

2) X0, X1, если f(xn+1, . . . , xn+k−1, 0) = f(xn+1, . . . , xn+k−1, 1) = ε;
3) таких входных слов не существует, если

f(xn+1, . . . , xn+k−1, 0) = f(xn+1, . . . , xn+k−1, 1) 6= ε.

Отсюда вытекает справедливость леммы для пары Y 2, Z2. Аналогичным образом про-
водится доказательство и для пары Y 1, Z1.

Лемма 2. Пусть f(x1, x2, . . . , xk) = ϕ(x1, x2, . . . , xk−1) + xk. Двоичные последова-
тельности y(1), y(2), . . . , y(n) и z(1), z(2), . . . , z(m) являются эквивалентными, если и
только если при любом α ∈ (F2)

k−1

δy(n)δy(n−1) . . . δy(1)(α) = δz(m)δz(m−1) . . . δz(1)(α),

где δε(x1, x2, . . . , xk−1) = (x2, x3, . . . , xk−1, ϕ(x1, x2, . . . , xk−1) + ε).

Доказательство. Для функции f(x1, x2, . . . , xk) = ϕ(x1, x2, . . . , xk−1) + xk слова
X = x1, x2, . . . , xn+k−1, перерабатываемые этой функцией в фиксированное выходное
слово y(1), y(2), . . . , y(n), y(j) = f(xj, xj+1, . . . , xj+k−1), j = 1, 2, . . . , n, задаются после-
довательностью векторов

α0 = (x1, x2, . . . , xk−1),

α1 = (x2, x3, . . . , xk), xk = ϕ(α0) + y(1) ⇒ α1 = δy(1)(α0),

. . .

αn = (xn+1, xn+2, . . . , xn+k−1), xn+k−1 = ϕ(αn−1) + y(n) ⇒ αn = δy(n)(αn−1).

Отсюда и получаем утверждение леммы.

Лемма 3. Пусть {h, t1, t2, . . . , tθ}—понижающее множество. Тогда
1. При любом натуральном ε множество {h + ε, t1 + ε, t2 + ε, . . . , tθ + ε} также яв-

ляется понижающим. При этом оно будет равновесным, если таким является исходное
множество.

2. При любом фиксированном n0 > tθ произвольное слово Y = y(1), y(2), . . . , y(n)
длины n > n0 эквивалентно некоторому слову длины t ∈ {n0, n0 +1, . . . , n0 +h− tθ−1}.

Доказательство. С учётом леммы 1 доказательство первой части леммы 3
легко проводится индукцией по ε. Докажем вторую часть. Пусть произвольное за-
данное слово Y = y(1), y(2), . . . , y(n) длины n > n0 эквивалентно некоторому сло-
ву Z = z(1), z(2), . . . , z(t) длины t ∈ {n0, n0 + 1, . . . , n0 + h − tθ − 1}. Тогда сло-
во Y1 = (y(1), y(2), . . . , y(n), a) = Y a эквивалентно слову Z1 = Za, длина которого
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принадлежит множеству {n0 + 1, n0 + 2, . . . , n0 + h − tθ}. Далее достаточно рассмот-
реть случай, когда длина слова Z1 равна t = n0 + h − tθ. Слово Z1 можно пред-
ставить в виде Z1 = VW, где V —начало слова Z1 (длины (n0 − tθ) > 0), а W —
его окончание длиной h. Тогда слово W эквивалентно некоторому слову W1 длины
t ∈ {t1, t2, . . . , tθ}. Значит, слово Z1 = VW эквивалентно слову VW1, длина которого
равна (n0 − tθ + t) ∈ {n0, n0 + 1, . . . , n0 + t1 − tθ}. Так как n0 + t1 − tθ < n0 + h− tθ, то
утверждение леммы верно и для слов дины n+ 1.

3. Оценка длины эквивалентности
Утверждение 1. Пусть f = f(x1, x2, . . . , xk) —произвольная двоичная функция

без запретов от k переменных. Тогда её минимальная длина эквивалентности не пре-

восходит величины n0 =

(
22(k−1) + 2k−1 − 1

2k−1

)
− 1.

Доказательство. Через Is обозначим множество ∪Ik−1,k−1(Y ), где объедине-
ние производится по всем словам Y длины s. Система Ik−1,k−1(Y ), соответствующая
слову Y длины n, которое не имеет эквивалентных слов меньшей длины, очевидно, не
принадлежит множеству ∪Ik−1,k−1(Z), где объединение производится по всем словам Z
длины меньше n (системы I(Y ) и I(Z) при этом рассматриваются как отдельные эле-
менты соответствующих объединений). В таком случае, учитывая очевидное равенство
|I1| = 2, получим соотношение

| ∪ Is| > |I1|+ ω − 1 = ω + 1. (2)

(объединение по s = 1, 2, . . . , ω, которые не являются длиной эквивалентности). Заме-
тим далее, что общее число различных систем вида Ik−1,k−1(Y ) не превосходит числа
вариантов выбора 2k−1 элементов из множества пар (α(i), β(i)), α(i), β(i) ∈ (F2)

k−1, т. е.
числа сочетаний с повторениями из 22(k−1) элементов по 2k−1. С учётом (2) отсюда
получаем, что при

ω =

(
22(k−1) + 2k−1 − 1

2k−1

)
любое слово длины > ω эквивалентно некоторому слову длины < ω.

Из данного утверждения вытекает, что длина эквивалентности имеется у любой
двоичной функции без запретов. При этом важной задачей является нахождение ми-
нимальной длины эквивалентности.

Утверждение 2. Пусть функция без запретов от k переменных линейна по по-
следней переменной: f(x1, x2, . . . , xk) = ϕ(x1, x2, . . . , xk−1) + xk. Тогда её минимальная
длина эквивалентности не превосходит величины n0 = dd − 1, d = 2k−1.

Доказательство. В условиях данного утверждения (с учётом леммы 2) двоич-
ные последовательности y(1), y(2), . . . , y(n) и z(1), z(2), . . . , z(m) являются эквивалент-
ными, если и только если при любом α ∈ (F2)

k−1

δy(n)δy(n−1) . . . δy(1)(α) = δz(m)δz(m−1) . . . δz(1)(α),

где δε(x1, x2, . . . , xk−1) = (x2, x3, . . . , xk−1, ϕ(x1, x2, . . . , xk−1) + ε). Число различных си-
стем Ik−1,k−1(Y ) не превосходит числа отображений множества (F2)

k−1 в себя, которое
равно dd, d = 2k−1. С учётом неравенства (2) отсюда и вытекает справедливость утвер-
ждения.
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Утверждение 3. Пусть функция без запретов от k переменных линейна по обеим
крайним переменным: f(x1, x2, . . . , xk) = x1 + λ(x2, x3, . . . , xk−1) + xk. Тогда её мини-
мальная длина эквивалентности не превосходит величины n0 = (2k−1)!− 1.

Доказательство проводится по аналогичной схеме с учётом того, что в условиях
данного утверждения отображения δ0 и δ1 являются биективными, а число биективных
отображений множества (F2)

k−1 в себя равно (2k−1)!.

Замечание 1. Если функция линейна по обеим крайним переменным, то её дли-
на эквивалентности, очевидно, связана с известными понятиями длины (и ширины)
покрытия группы G, порождённой подстановками δ0 и δ1 [6].

Утверждение 4. Для любой двоичной функции без запретов от k перемен-
ных существует равновесная понижающая пара (h, t), t < h 6 H, где H = 2n,

n =

(
22(k−1) + 2k−1 − 1

2k−1

)
.

Доказательство. Рассмотрим последовательность I1, I2, . . . множеств, вве-
дённых в доказательстве утверждения 1. Как уже отмечалось при доказательстве
утверждения 1, множество Is при любом s = 1, 2, . . . является непустым подмно-
жеством конечного множества M , мощность которого не превосходит величины

n =

(
22(k−1) + 2k−1 − 1

2k−1

)
. Следовательно, найдутся два индекса h > t, при кото-

рых Ih = It. При этом индекс h можно выбрать так, что он не превосходит числа всех
подмножеств множества M , т. е. величины H = 2n.

Замечание 2. Аналогичными рассуждениями можно показать, что если функ-
ция f удовлетворяет условиям утверждений 2 или 3, то она обладает равновесной по-
нижающей парой (h, t), t < h 6 2n, где n = dd, d = 2k−1 в условиях утверждения 2 и
n = (2k−1)! — в условиях утверждения 3.

Для заданной функции без запретов f через O(f) обозначим множество функций

{f(x), f(x) + 1, f(x+ e), f(x+ e) + 1, f(s(x)), f(s(x)) + 1, f(s(x) + e), f(s(x) + e) + 1},

где e—двоичный вектор с единичными координатами (преобразование x + e заклю-
чается в инвертировании координат двоичного вектора x); s(x) = s(x1, x2, . . . , xk) =
= (xk, xk−1, . . . , x1).

Утверждение 5. Пусть функция без запрета f(x1, x2, . . . , xk) обладает равновес-
ной понижающей парой (H,T ). Тогда (H,T ) является равновесной понижающей парой
для любой функции ϕ ∈ O(f).

Доказательство. Для заданной функции без запрета f(x1, x2, . . . , xk) и выход-
ного слова Y = (y(1), y(2), . . . , y(n)) через f−1(Y ) обозначим множество входных слов

f−1(Y ) = {x1(j), x2(j), . . . , xn+k−1(j) : j = 1, 2, . . . , 2k−1},

перерабатываемых функцией f в слово Y :

y(t) = f(xt(j), xt+1(j), . . . , xt+k−1(j)), t = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , 2k−1.

Пусть ϕ(x) = f(x + e). Тогда для любого слова Y множество векторов ϕ−1(Y )
получено из векторов множества f−1(Y ) путём их инвертирования. Следовательно,
слова Y и Z эквивалентны относительно функции f в том и только в том случае,
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если они эквивалентны относительно функции ϕ. А значит, если пара (H,T ) является
понижающей для функции f , то она будет понижающей и для функции ϕ.

Пусть ϕ(x) = f(s(x)). Для заданного слова Y = (y(1), y(2), . . . , y(n)) через Y ∗ =
= (y(n), y(n − 1), . . . , y(1)) будем обозначать слово, полученное выписыванием в об-
ратном порядке координат вектора Y . Соответственно через f−1(Y )∗ обозначим мно-
жество двоичных последовательностей, полученных выписыванием в обратном поряд-
ке элементов последовательностей, содержащихся в множестве f−1(Y ). Заметим, что
f−1(Y )∗ = ϕ−1(Y ∗). Значит, слово Y длины H эквивалентно слову Z длины T относи-
тельно функции f в том и только в том случае, когда слово Y эквивалентно слову Z
относительно функции ϕ. Значит, пара (H,T ) является понижающей для функции ϕ.

Пусть ϕ(x) = f(x)+1. Тогда ϕ−1(Y +e) = f−1(Y ). Значит, слова Y и Z эквивалентны
относительно функции f в том и только в том случае, если слова (Y + e) и (Z + e)
эквивалентны относительно функции ϕ. А значит, пара (H,T ) будет понижающей и
для функции ϕ. Оставшиеся варианты рассматриваются по аналогичной схеме.

4. Условия биективности отображений Bf,L

Теорема 1. Пусть {h, t1, t2, . . . , tθ}—понижающее множество для функции f(x1,
x2, . . . , xk), n0 > tθ + s(1) + s(2)− 1. Если отображение Bf,L является биективным для
всех n ∈ {n0, n0 + 1, . . . , n0 + h− tθ − 1}, то оно биективно при любом n > n0.

Доказательство. Для функции без запретов f(x1, x2, . . . , xk) существует ровно
2k−1 входных слов x1, x2, . . . , xn+k−1, перерабатываемых данной функцией в фиксиро-
ванное выходное слово Y = y(1), y(2), . . . , y(n) по закону y(j) = f(xj, xj+1, . . . , xj+k−1),
j = 1, 2, . . . , n. Биективность отображения Bf,L равносильна тому, что любому фик-
сированному выходному слову y(1), y(2), . . . , y(n) соответствует единственное входное
слово x1, x2, . . . , xn+k−1 с ограничениями (1). Заметим, что выполнение (или невыпол-
нение) условий (1) для входного слова зависит только от его начала x1, x2, . . . , xk+s(1)−2
длины k + s(1) − 2 и конца xn−s(2)+1, xn−s(2)+2, . . . , xn+k−1 длины k + s(2) − 1. С учё-
том леммы 3 в условиях теоремы для любого слова Y = y(1), y(2), . . . , y(n) длины
n > n0 найдётся эквивалентное ему слово Z = z(1), z(2), . . . , z(n0), имеющее такие же
начальный и конечный отрезки длины s(1)− 1 и s(2) :

y(j) = z(j), j ∈ {1, 2, . . . , s(1)− 1}, y(n+ 1− j) = z(n0 + 1− j), j ∈ {1, 2, . . . , s(2)}.

В таком случае у этих слов одинаковы системы Ir,s(Y ) = Ir,s(Z) для r = k + s(1) − 2,
s = k + s(2) − 1. Следовательно, и условия (1) применительно к данным последова-
тельностям одновременно выполнены или нет.

Теорема 2. Пусть (h, t) —равновесная понижающая пара, n0 > t+s(1)+s(2)−1.

1) Если отображениеBf,L является биекцией для n = n0, то оно является биекцией
при всех n = n0 + (h− t)d, d = 0, 1, . . .

2) Если отображениеBf,L не является биекцией для n = n0, то оно не является
биекцией ни при каком n = n0 + (h− t)d, d = 0, 1, . . .

3) Задача нахождения биективных отображений Bf,L при всех n > t+s(1)+s(2)−1
эквивалентна задаче нахождения биективных отображений Bf,L при n = n0 ∈
∈ {t+ s(1) + s(2)− 1, t+ s(1) + s(2), . . . , h+ s(1) + s(2)− 2}.

Доказательство. Доказательство части 1 и 2 теоремы. Используя рассуждения,
аналогичные доказательству теоремы 1, получим, что в условиях теоремы 2 для любо-
го слова Y = y(1), y(2), . . . , y(n) найдется слово Z = z(1), z(2), . . . , z(n0), при котором
Ir,s(Y ) = Ir,s(Z), r = k + s(1)− 2, s = k + s(2)− 1. Таким образом, если для выходного
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слова z(1), z(2), . . . , z(m) длины m = n0 существует единственное входное слово с огра-
ничениями (1), то это верно и для слова y(1), y(2), . . . , y(n) длины n = n0 + (h − t)d.
С другой стороны, пусть для некоторого выходного слова Z = z(1), z(2), . . . , z(m) дли-
ны m = n0 нарушено условие единственности входного слова x1, x2, . . . , xm+k−1 с огра-
ничениями (1). Тогда в силу равновесности понижающей пары (h, t) для слова Z най-
дётся слово Y = y(1), y(2), . . . , y(n) длины n = n0 +(h− t)d, такое, что Ir,s(Y ) = Ir,s(Z),
r = k + s(1) − 2, s = k + s(2) − 1. Следовательно, для слова Y также нарушено усло-
вие единственности входного слова x1, x2, . . . , xn+k−1 с ограничениями (1). На этом
доказательство частей 1 и 2 завершено. Справедливость третьей части вытекает из
доказанных частей 1, 2 с учётом того, что в условиях теоремы любое натуральное
число n > t+ s(1) + s(2)− 1 представимо в виде

n = n0+(h−t)d, d ∈ {0, 1, . . .}, n0 ∈ {t+s(1)+s(2)−1, t+s(1)+s(2), . . . , h+s(1)+s(2)−2}.

Теорема доказана.

Таким образом, наличие понижающего множества для функции f(x1, x2, . . . , xk)
в принципиальном плане сводит вопрос о биективности отображений Bf,L для всех
достаточно больших n к исследованию соответствующих отображений при ограничен-
ных значениях n. Особенно ярко это проявляется для понижающей пары (h, t) при
h = t+1. В этом случае биективность Bf,L для n = n0 = t+s(1)+s(2)−1 равносильна
его биективности при любом n > n0.

5. Преобразования, сохраняющие биективность отображения Bf,L

Рассмотрим преобразования исходных функций (f, L), при которых сохраняется
биективность отображения Bf,L. Так, например, при биективности Bf,L биективным
будет и отображение Bf+1,L. Кроме того, биективным будет и отображение Bg,L, где
g(x) = f((δL)j(x)), j ∈ {1, 2, . . .}.

Утверждение 6. Пусть при f = f(x1, x2, . . . , xn) и L = x1 + L0(x2, x3, . . . , xn)
отображение Bf,L является биективным. Тогда биективно и отображение Bg,H , где
g = f(x1 + 1, x2 + 1, . . . , xn + 1), H = x1 + L0(x2 + 1, x3 + 1, . . . , xn + 1).

Доказательство. Справедливость утверждения вытекает из легко проверяемого
равенства τδ−1L τ−1 = δH , где преобразование τ заключается в инвертировании всех
координат двоичного вектора.

Утверждение 7. Пусть при f = f(x1, x2, . . . , xk) и L = x1 + L0(x2, x3, . . . , xn),
k 6 n, отображение Bf,L является биективным. Тогда биективно и отображение Bg,H ,
где g = f(xk, xk−1, . . . , x1), H = x1 + L0(xn, xn−1, . . . , x2).

Доказательство. Рассмотрим случай k = n. В силу биективности отображе-
ния δL система функций {f(x), f((δL)(x)), . . . , f((δL)n−1(x))} будет ортогональной в том
и только в том случае, когда такой будет система функций

{z1 = f((δL)−1(sx)), z2 = f(sx), z3 = f((δL)(sx)), . . . , zn = f((δL)n−2(sx))},

где s : (F2)
n → (F2)

n, s(x1, x2, . . . , xn) = (xn, xn−1, . . . , x1). Из равенства sδLs−1 = (δH)−1

следует, что

z1 = f((δL)−1)s(x)) = f(sδH(x)) = g(δH(x)),

z2 = f(s(x)) = g(x),
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z3 = f((δL)s(x)) = f(s(δH)−1(x)) = g((δH)−1(x)),

. . .

zn = f((δL)n−2s(x)) = f(s(δH)−n+2(x)) = g((δH)−n+2(x)).

Далее из ортогональности системы {z1(x), z2(x), . . . , zn(x)} следует ортогональность
системы {z1(B(x)), z2(B(x)), . . . , zn(B(x))}, где B —произвольная биекция на множе-
стве векторов (F2)

n. В частности, при B = (δH)n−2 получаем ортогональность систе-
мы {g((δH)n−1(x)), . . . , g(δH(x)), g(x)}. Поскольку свойство ортогональности системы
функций не зависит от порядка следования функций, на этом доказательство утвер-
ждения для k = n завершено.

Пусть теперь k < n. Рассматривая функцию f(x1, x2, . . . , xk) как функцию от
n переменных x1, x2, . . . , xn, из доказанного выше получаем биективность отображе-
ния Bϕ,H , где ϕ = f(xn, xn−1, . . . , xn−k+1). В таком случае биективно и Bg,H , где
g = ϕ((δH)n−k(x)) = f(xk, xk−1, . . . , x1), что и завершает доказательство.

6. Случай k = 3

Для заданной понижающей пары (h, t) и параметров s(1), s(2) через M будем обо-
значать множество

M = {t+ s(1) + s(2)− 1, t+ s(1) + s(2), . . . , h+ s(1) + s(2)− 2}.

Так как функции без запрета от трёх переменных f(x1, x2, x3) являются линейными
по одной из крайних переменных, то с учётом утверждения 5 множество понижающих
пар нелинейных функций задаётся понижающими парами (h, t) функции f1 = x1x2 +
+x2 + x3, для которой (h, t) = (6, 4), и функции f2 = x1x2 + x3, для которой
(h, t) = (11, 8). Для пары функций f = x1x2 + x2 + x3, L = x1 + xn−1 эксперименталь-
ными расчётами установлена биективность отображения Bf,L при n = 7 ∈M = {6, 7}.
Следовательно, по теореме 2 отображение Bf,L с указанными функциями f, L биектив-
но при всех нечётных n > 7. Аналогичный результат другими методами ранее получен
в [7].

7. Случай k = 4

Экспериментальные исследования на ЭВМ привели к нахождению биективных
отображений Bf,L для некоторых ограниченных значений n = n0 ∈ M. С учётом
теоремы 2 это позволило построить бесконечные перечни длин регистра, при которых
биективно отображение Bf,L. В частности, биективные отображения исследуемого ви-
да найдены для следующих четырёх функций f и соответствующих функций L :

f1 = x1 + x4 + x1x2 + x1x3 + x1x2x3, L = x1 + xn;

f2 = x3 + x4 + x1x3 + x2x3 + x1x2x3, L ∈ {x1 + xn−2, x1 + xn};
f3 = x4 + x1x2 + x1x3 + x2x3, L = x1 + xn−1;

f4 = x2 + x3 + x1x3 + x3x4 + x1x3x4, L = x1 + xn−2.

Общие характеристики функций f и L, значения n = n0 ∈ M, а также бесконечные
перечни длин регистра, при которых биективно отображение Bf,L, приведены в табл. 1.
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Та б л и ц а 1
Параметры биекций Bf,L, f от четырёх переменных

n = n0 ∈M Бесконечный перечень
f(x) L(x) s(1) s(2) (h, t) (Bf,L — биекция) длин регистра

(Bf,L — биекция)
f1 x1 + xn 1 1 (9, 6) n0 = 8 n ≡ 2 mod 3, n > 8
f2 x1 + xn−2 1 3 (8, 5) n0 = 10 n ≡ 1 mod 3, n > 10
f2 x1 + xn 1 1 (8, 5) n0 = 8 n ≡ 2 mod 3, n > 8
f3 x1 + xn−1 1 2 (12, 8) n0 = 11, 13 n ≡ 1 mod 2, n > 11
f4 x1 + xn−2 1 3 (6, 5) n0 = 8 n > 8

8. Случай k = 5

Примеры функций от пяти переменных и соответствующие им бесконечные классы
биекций Bf,L приведены в табл. 2 и 3.

Та б л и ц а 2
Перечень функций f от пяти переменных, для которых

найдены биекции Bf,L

f(x) = f(x0, x1, x2, x3, x4)
f1 = x0x3 + x0x2x3 + x4

f2 = x1 + x2 + x3 + x0x1 + x0x3 + x1x2 + x2x3 + x4
f3 = x1x3 + x0x1x3 + x4

f4 = x0x3 + x1x3 + x2x3 + x0x1x2 + x0x1x3 + x0x2x3 + x1x2x3 + x4
f5 = x0 + x3 + x0x1 + x0x2 + x0x3 + x0x1x2 + x0x1x3 + x0x2x3 + x1x2x3 + x4

f6 = x2 + x3 + x0x2 + x1x2 + x1x3 + x0x1x2 + x4
f7 = x0 + x3 + x0x1 + x0x2 + x0x4 + x0x1x2 + x0x1x4 + x0x2x4 + x0x1x2x4

f8 = x3 + x2x4 + x0x2x4 + x1x2x4 + x0x1x2x4
f9 = x3 + x0x4 + x0x1x4

f10 = x2 + x3 + x0x3 + x1x3 + x3x4 + x0x1x3 + x0x3x4 + x1x3x4 + x0x1x3x4
f11 = x1 + x0x2 + x1x2 + x2x3 + x2x4 + x3x4 + x0x2x3 + x0x2x4 + x0x3x4+

x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4
f12 = x3 + x0x1 + x1x4 + x0x1x2 + x0x1x4 + x1x2x4 + x0x1x2x4

Та б л и ц а 3
Параметры биекций Bf,L, f от пяти переменных

n = n0 ∈M Бесконечный перечень
f(x) L(x) s(1) s(2) (h, t) (Bf,L — биекция) длин регистра

(Bf,L — биекция)
f1 x0 + xn−2 1 2 (11, 7) n0 = 9 n ≡ 1 mod 4, n > 9
f2 x0 + xn−2 1 2 (12, 8) n0 = 11, 13 n ≡ 1 mod 4, n > 13

n ≡ 3 mod 4, n > 11
f3 x0 + xn−1 1 1 (10, 6) n0 = 10 n ≡ 2 mod 4, n > 10
f4 x0 + xn−1 1 1 (14, 8) n0 = 11, 14 n ≡ 2 mod 3, n > 11
f5 x0 + xn−1 1 1 (18, 12) n0 = 14, 17 n ≡ 2 mod 3, n > 14
f6 x0 + xn−3 1 3 (10, 7) n0 = 11 n ≡ 2 mod 3, n > 11
f7 x0 + xn−2 1 2 (12, 9) n0 = 13 n ≡ 1 mod 3, n > 11
f8 x0 + xn−2 1 2 (7, 6) n0 = 8 n > 8
f9 x0 + xn−2 1 2 (10, 8) n0 = 10, 11 n > 10
f10 x0 + xn−3 1 3 (9, 8) n0 = 11 n > 11
f11 x0 + xn−3 1 3 (8, 7) n0 = 10 n > 10
f12 x0 + xn−1 1 1 (14, 9) n0 = 10 n ≡ 0 mod 5, n > 10
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Замечание 3. Отсутствие запретов у функций g ∈ {f7, . . . , f12} из табл. 2 сле-
дует из утверждения 3 работы [8] с учётом полученной с помощью эксперименталь-
ных расчётов равновероятности 16-грамм (y1, y2, . . . , y16), где yj = g(xj, xj+1, . . . , xj+4),
j = 1, 2, . . . , 16.

Замечание 4. Описание всех функций f(x1, x2, . . . , xk) без запрета при неболь-
ших значениях k можно проводить экспериментальными методами на основе резуль-
татов работ [8, 9]. Методы построения функций без запрета рассматриваются также
в [4, 5, 10] и др.

9. Случай k = 6

В табл. 4 приведены параметры биективных отображений Bf,L для следующих
функций от шести переменных:

f1 = x1x2 + x1x2x3 + x1x2x3x4 + x1x2x5 + x1x2x3x5 + x1x2x3x4x5 + x6;
f2 = x1x2+x1x2x3+x1x2x4+x1x2x3x4+x1x2x5+x1x2x3x5+x1x2x4x5+x1x2x3x4x5+x6;
f3 = x3 + x4 + x5 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x6;
f4 = x3 + x4 + x1x2 + x1x3 + x1x4 + x1x5 + x2x5 + x3x5 + x4x5 + x6.

Та б л и ц а 4
Примеры биекций Bf,L, f от шести переменных

f (h, t) L s(1) s(2) n = n0 ∈M Бесконечный перечень
(Bf,L — биекция) длин регистра

(Bf,L — биекция)
f1 (14, 9) x1 + xn−1 1 2 13 n ≡ 3 mod 5, n > 11
f1 (14, 9) x1 + xn−1 + xn 1 2 13 n ≡ 3 mod 5, n > 11

n > 10,
f2 (14, 9) x1 + xn 1 1 12, 13, 14 n ≡ 2 mod 5 или

n ≡ 3 mod 5 или
n ≡ 4 mod 5

n > 11,
f2 (14, 9) x1 + xn−1 1 2 13, 14 n ≡ 3 mod 5 или

n ≡ 4 mod 5
n > 11,

f2 (14, 9) x1 + xn−1 + xn 1 2 13, 14 n ≡ 3 mod 5 или
n ≡ 4 mod 5

f3 (24, 16) x1 + xn−3 1 4 21, 22, 23, 25, 26, 27 n 6= 0 mod 4, n > 20
f4 (22, 14) x1 + xn−1 1 2 17, 19, 21, 23 n ≡ 1 mod 2, n > 16

Замечание 5. В работе приведены только классы биекций Bf,L, отвечающих
функциям

L = L(x1, x2, . . . , xs(1), xn−s(2)+1, xn−s(2)+2, . . . , xn) 6= x1.

Приведённые классы биективных отображений не являются окончательными и могут
быть расширены, в том числе путём дополнительных экспериментов на ЭВМ с целью
поиска биекций Bf,L в ограниченной области длин регистра n = n0, h+s(1)+s(2)−2 >
> n0 > t+ s(1) + s(2)− 1, при s(1) + s(2) > 4.

Замечание 6. Предлагаемый в работе метод построения биекций Bf,L полностью
применим и для случая нелинейной функции обратной связи L рассматриваемого вида.

Заключение
В работе развивается новый метод построения биективных отображений Bf,L,

задаваемых регистром сдвига большой длины n с функцией обратной связи
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L(x1, x2, . . . , xn), которая зависит от ограниченного числа крайних переменных, и нели-
нейной функцией-фильтром f(x1, x2, . . . , xk) от небольшого числа переменных k � n.
Метод основан на поиске понижающих множеств функции f , наличие которых сводит
исходную задачу для бесконечного множества длин генератора n к проверке биектив-
ности конечного числа отображений, отвечающих генераторам ограниченной длины
n 6 n0. На основе предложенного метода построены новые бесконечные классы би-
ективных отображений Bf,L для случая нелинейной функции f = f(x1, x2, . . . , xk) от
k 6 6 переменных. Ранее аналогичные результаты были известны для случая, когда f
зависит от трёх переменных.

Полученные результаты могут быть полезны при построении и обосновании стати-
стических свойств датчиков случайных последовательностей на основе фильтрующих
генераторов (их автоматная модель изложена, например, в [11]). При этом особое прак-
тическое значение имеет выбор пар (f, L), при которых одновременно обеспечивается
биективность отображения Bf,L и максимальность периода отображения δL. В этой
связи отметим: если функция L обратной связи регистра сдвига длины n выбрана так,
что соответствующая подстановка δL обладает циклом длины 2n−1, то имеется в точ-
ности 2t+1(1 − 2−n), где t = 2n−1, булевых функций f от n переменных, при которых
отображение Bf,L является биективным [12, следствие 1].

Биективные отображения Bf,L возникают также при исследовании классов реги-
стров сдвига, обладающих одинаковой цикловой структурой. Действительно, как сле-
дует из результатов работы [12], если Bf,L — биекция на двоичных векторах длины n,
то регистры сдвига с функциями обратной связи L(x) и ϕ(x) = f((δL)nB−1f,L(x)) имеют
одинаковую цикловую структуру. Тем самым для получения явного вида функции об-
ратной связи ϕ(x) необходимо знать аналитический вид координатных функций отоб-
ражения B−1f,L. В этой связи отметим, что в работе [7] получены оценки для степени
нелинейности координатных функций (и их линейных комбинаций) отображения B−1f,L
для случая функции f от трёх переменных.
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